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Bayesian Optimization

Bayesian Optimization
• A sequential decision-making framework for optimizing a black-box objective function

• Possibly expensive-to-evaluate and non-convex

Black-box 
objective function

Chose query point

Return noisy function 
value

Figure: Illustrative image of Bayesian optimization

Goal: Design efficient adaptive query algorithms based on Gaussian process (GP) prediction.
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Gaussian Upper Confidence Bound (GP-UCB)

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB) [Srinivas et al., 2010]

• An algorithm which combines GP prediction with optimism principle

• At round t, GP-UCB defines the query point xt as the maximizer of the GP-based UCB
score:

xt ∈ argmax
x∈X

µt−1(x) +
√

βt σt−1(x)

• µt−1 and σt−1 are the GP posterior mean and standard deviation
• βt: confidence width parameter

• GP-UCB plays an important role in the advancement of Bayesian optimization, since:

1. algorithm construction is simple and easy to extend to other advanced settings
2. sophisticated theory was provided by Srinivas et al. [2010]

• The existence of algorithms with theoretically stronger regret guarantees than GP-UCB
has already been shown [Scarlett, 2018]

Question: Can we obtain improved regret bounds for GP-UCB?
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Summary of Results

• Improved high-probability regret bounds for the original GP-UCB algorithm

Regret (Squared exponential kernel) Regret (ν-Matérn kernel)

GP-UCB [Srinivas et al., 2010] O(
√

T lnd+2 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d )

GP-UCB (ours, improved analysis) O(
√
T ln2 T ) Õ(

√
T )

• Strictly improve the existing bounds of Srinivas et al. [2010]
• Comparable to the state-of-the-art Õ(

√
T ) regret of Scarlett [2018] (up to polylog factors),

while keeping the simple and popular GP-UCB rule

• Key technical idea:
• Refine the existing worst-case treatment of information gain

• Study algorithm- and sample-path dependent behavior of information gain

• Beyond GP-UCB in the standard setting, we expect that this analysis will motivate a
reconsideration of other information gain-based guarantees
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Preliminaries

Notation
• f : X → R: Objective function on X := [0, r]d

• xt: Learner’s query point at step t (chosen based on GP-UCB)
• yt := f(xt) + ϵt: Learner’s observed function value

• RT :=
∑T

t=1 f(x
∗)− f(xt): Cumulative regret up to step T

• x∗ ∈ arg maxx∈X f(x): Maximizer of the function

Assumpsions
• This paper studies Bayesian setting

• Assumption 1: f ∼ GP(0, k) with known positive definite kernel k : X × X → R
• Assumption 2: (ϵt)t∈N+ are independent and identically distributed with ϵt ∼ N (0, σ2)

• Focuses on the squared exponential kernel kSE and ν-Matérn kernel kMatérn:

kSE(x, x̃) = exp
(
− ∥x− x̃∥22

2ℓ2

)
, (1)

kMatérn(x, x̃) =
21−ν

Γ(ν)

(√2ν ∥x− x̃∥2
ℓ

)ν
Kν

(√2ν ∥x− x̃∥2
ℓ

)
(2)

• Kν : Modified Bessel function of the second kind, ℓ: Length-scale parameter
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Existing Theory for GP-UCB

Classical information-gain based analysis [Srinivas et al., 2010]
• Let us define I(x1, . . . ,xT ) as the following quantity, called information gain:

I(x1, . . . ,xT ) =
1

2
log det

(
IT + σ−2KT

)
.

• KT := [k(xi,xj)]1≤i,j≤T : Gram matrix for inputs x1, . . . ,xT

• Due to the UCB selection rule and the confidence bound of GP,

RT ≲
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1(xt) (3)

• [Srinivas et al., 2010] show the connection between R.H.S. and information gain:

RT ≲
w.h.p.

Õ
(√

TI(x1, . . . ,xT )
)
≤ Õ

(√
TγT (X )

)
• γT (X ) := supx1,...,xT∈X I(x1, . . . ,xT ) is the worst-case (maximum) information gain

Resulting bounds

• For kSE: γT (X ) = O(lnd+1 T ) ⇒ RT = O
(√

T lnd+2 T
)

• For kMatérn: γT (X ) = Õ(T
d

2ν+d ) ⇒ RT = Õ
(
T

ν+d
2ν+d

)
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Õ
(√

TI(x1, . . . ,xT )
)
≤ Õ
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Main Result

Improved Regret Bounds for GP-UCB (Informal)

Fix any δ ∈ (0, 1), δGP ∈ (0, 1). Under the Bayesian setting, GP-UCB satisfies the following
regret bounds with probability at least 1− δ − δGP:

RT =

{
O(

√
T ln2 T ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn (with sufficiently large ν)

(4)

• The above result improves upon the existing upper bounds in [Srinivas et al., 2010]:

(Regret upper bound in [Srinivas et al., 2010]) RT =

{
O(

√
T lnd+2 T ) if k = kSE

Õ(T
ν+d
2ν+d ) if k = kMatérn

(5)

Remarks:
• We do not change the algorithm itself to derive above results

• We adopt completely the same confidence width parameters (βt)t∈N+
as in [Srinivas et al.,

2010]
• We focus only on the scaling of T

• The hidden constants depend on other parameters (such as d, ℓ, δ, δGP, and ν)
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Õ(
√
T ) if k = kMatérn (with sufficiently large ν)

(4)

• The above result improves upon the existing upper bounds in [Srinivas et al., 2010]:

(Regret upper bound in [Srinivas et al., 2010]) RT =

{
O(

√
T lnd+2 T ) if k = kSE
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High-Level Idea behind New Analysis

Idea: Study the algorithm- and sample-path-dependent behavior of the information gain

(Existing Analysis [Srinivas et al., 2010]) RT ≤
w.h.p.

Õ
(√

TI(x1, . . . ,xT )
)
≤ Õ

(√
TγT (X )

)
• I(x1, . . . ,xT ): Information gain under inputs x1, . . . ,xT

• γT (X ) := supx1,...,xT∈X I(x1, . . . ,xT ): Worst-case (maximum) information gain

Key observation: I(x1, . . . ,xT ) can be significantly smaller than γT (X ) under GP-UCB
• Intuitively, GP-UCB eventually concentrates its queries around x∗ to minimize regret
• But information gain from such inputs is small since they consists mostly of similar points

Improved Regret Bounds for Gaussian Process
Upper Confidence Bound in Bayesian Optimization

岩崎 省吾 (LINEヤフー株式会社)

� �
NeurIPS 2025 accept
(oral and poster)

� �

1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√

T lnd+1 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√

T lnd+2 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β

T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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Lower Bound

GP-UCB

Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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𝑥∗

𝜀

Locally quadratic region of 
sample path around 𝑥∗

[e.g., Scarlett, 2018]
∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)
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1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√
T lnd+1 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√
T lnd+2 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β
T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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𝑥∗

𝜀

Locally quadratic region of 
sample path around 𝑥∗

[e.g., Scarlett, 2018]
∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)
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High-Level Idea behind New Analysis

Idea: Study the algorithm- and sample-path-dependent behavior of the information gain

(Existing Analysis [Srinivas et al., 2010]) RT ≤
w.h.p.

Õ
(√

TI(x1, . . . ,xT )
)
≤ Õ

(√
TγT (X )

)
• I(x1, . . . ,xT ): Information gain under inputs x1, . . . ,xT

• γT (X ) := supx1,...,xT∈X I(x1, . . . ,xT ): Worst-case (maximum) information gain

Key observation: I(x1, . . . ,xT ) can be significantly smaller than γT (X ) under GP-UCB
• Intuitively, GP-UCB eventually concentrates its queries around x∗ to minimize regret
• But information gain from such inputs is small since they consists mostly of similar points

Improved Regret Bounds for Gaussian Process
Upper Confidence Bound in Bayesian Optimization
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1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√

T lnd+1 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√

T lnd+2 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β

T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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𝑥∗

𝜀

Locally quadratic region of 
sample path around 𝑥∗

[e.g., Scarlett, 2018]
∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)
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1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√
T lnd+1 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√
T lnd+2 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β
T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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𝑥∗

𝜀

Locally quadratic region of 
sample path around 𝑥∗

[e.g., Scarlett, 2018]
∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)
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High-Level Idea behind New Analysis

Idea: Study the algorithm- and sample-path-dependent behavior of the information gain

(Existing Analysis [Srinivas et al., 2010]) RT ≤
w.h.p.

Õ
(√

TI(x1, . . . ,xT )
)
≤ Õ

(√
TγT (X )

)
• I(x1, . . . ,xT ): Information gain under inputs x1, . . . ,xT

• γT (X ) := supx1,...,xT∈X I(x1, . . . ,xT ): Worst-case (maximum) information gain

Key observation: I(x1, . . . ,xT ) can be significantly smaller than γT (X ) under GP-UCB
• Intuitively, GP-UCB eventually concentrates its queries around x∗ to minimize regret
• But information gain from such inputs is small since they consists mostly of similar points
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1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√

T lnd+1 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√

T lnd+2 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β

T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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𝑥∗

𝜀

Locally quadratic region of 
sample path around 𝑥∗

[e.g., Scarlett, 2018]
∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)
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1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√
T lnd+1 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√
T lnd+2 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β
T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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GP-UCB

Worst-Case

Lower Bound

GP-UCB

Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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𝑥∗

𝜀

Locally quadratic region of 
sample path around 𝑥∗

[e.g., Scarlett, 2018]
∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)
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High-Level Idea behind New Analysis

Idea: Study the algorithm- and sample-path-dependent behavior of the information gain

(Existing Analysis [Srinivas et al., 2010]) RT ≤
w.h.p.

Õ
(√

TI(x1, . . . ,xT )
)
≤ Õ

(√
TγT (X )

)
• I(x1, . . . ,xT ): Information gain under inputs x1, . . . ,xT

• γT (X ) := supx1,...,xT∈X I(x1, . . . ,xT ): Worst-case (maximum) information gain

Key observation: I(x1, . . . ,xT ) can be significantly smaller than γT (X ) under GP-UCB
• Intuitively, GP-UCB eventually concentrates its queries around x∗ to minimize regret
• But information gain from such inputs is small since they consists mostly of similar points
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1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√

T lnd+1 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√

T lnd+2 T ) Õ(T
ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β

T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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𝜀

Locally quadratic region of 
sample path around 𝑥∗

[e.g., Scarlett, 2018]
∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)

Improved Regret Bounds for Gaussian Process
Upper Confidence Bound in Bayesian Optimization

岩崎 省吾 (LINEヤフー株式会社)

� �
NeurIPS 2025 accept
(oral and poster)

� �

1 Introduction
ベイズ最適化(Bayesian optimization): Black-box関数の下での意思決定フレームワーク

𝑓	
観測点𝑥!

観測値𝑦! = 𝑓 𝑥! + 𝜖! ブラックボックス
⽬的関数

Research Goal

Gaussian process upper confidence bound (GP-UCB)に関する二つの未解決問題の解決:
(i)ノイズレス設定でのGP-UCBの最適性, (ii)ベイズ的設定でのGP-UCBの最適性
Table: ノイズレス設定での累積リグレットの比較

Regret (SE)
Regret (Matérn)

ν ≤ d ν > d

Existing GP-UCB [Lyu et al.,2019] O(
√
T lnd+1 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE [Iwazaki & Takeno, 2025] O(lnT ) Õ(T
d−ν
d ) O(lnT )

GP-UCB (this research) O(1) Õ(T
d−ν
d ) O(1)

Table: ベイズ的設定での累積リグレットの比較
Regret (SE) Regret (Matérn)

Existing GP-UCB [Srinivas et al.,2010] O(
√
T lnd+2 T ) Õ(T

ν+d
2ν+d)

PE-Style Algorithm [Scarlett,2018]
a

O(
√
T lnT ) O(

√
T lnT )

GP-UCB (this research)
b

O(
√
T lnT ) Õ(

√
T )

a
d = 1のケースのみに限る. またMatérnに関してν > 2のケースに限る

b
Matérnに関しては2ν + d ≤ ν2かつν > 2のケースのみに限る

2 Preliminaries
Problem setting

• f : X → R: 未知の目的関数
• Learnerは毎ステップtに入力点xt ∈ Xを選択
• その後に観測値yt := f (xt) + ϵtを取得

▶ ϵt ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ
▶ σ2 = 0のとき → ノイズレス設定

• Performance Metrics
▶ 累積リグレットRT :=

∑T
t=1 f (x

∗)− f (xt)
▶ 単純リグレットrT := maxx∈X f (x∗)−maxt≤T f (xt)

⋆ x∗ ∈ arg maxx∈Xf (x).

Regularity Assumptions
• 頻度論的設定: f ∈ Hkかつ∥f∥k ≤ B < ∞

▶ Hk, ∥ · ∥k: kに対応する再生核ヒルベルト空間(RKHS)
とそのRKHSノルム

• ベイズ的設定: f ∼ GP(0, k)
▶ GP(0, k): 平均関数0, 共分散関数kのGP

• カーネルはSquared exponential: k = kSE, Matérn:
k = kMatérnを対象

3 Improved Analysis for GP-UCB under Noise-Free Setting

Main Result (Informal)

頻度論的設定において, ノイズレス設定下のGP-UCBは以下を満たすa:

RT =

{
O(1) if k = kSE or k = kMatérn with d < ν

Õ(T
d−ν
d ) if k = kMatérn with d ≥ ν

(1)

rT =

O
(√

T exp(−CT
1

d+1)
)

if k = kSE

Õ(T−ν
d) if k = kMatérn

(2)

Proof sketch: 信頼区間に基づきリグレットを観測点の事後分散(事後
標準偏差)を用いて抑える(既存のGP-UCBの証明と同様):

RT ≤ 2β
T∑
t=1

σt−1,0(xt), rT ≤ 2βmin
t≤T

σt−1,0(xt) (3)

𝜇!"#,%! 𝑥 :事後平均

𝛽	𝜎!"#,%!(𝑥)	: 定数 x 事後標準偏差

𝜇!"#,%! 𝑥! + 𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! 	≥ 𝑓 𝑥∗

𝜇!"#,%! 𝑥! 	− 	𝛽𝜎!"#,%! 𝑥! ≤ 𝑓 𝑥!

𝜎!,%!
' 𝑥 = 𝑘	 𝑥, 𝑥 −	
								𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒌𝒕(𝑥)

𝜇!,%! 𝑥 = 𝒌𝒕 𝑥 * 𝑲𝒕 + 𝜆'𝑰𝒕 "#𝒚!

aC > 0はd, X , およびカーネルのLengthscale parameterに依存する定数

Core Lemma (New Upper Bound for Posterior Variance)

(λt)t≤Tをγt(λ
2
t) = O(T )を満たす実数列に対し任意のアルゴリズムの下

T∑
t=1

σt−1,0(xt) = O

 T∑
t=1

λt

 , min
t≤T

σt−1,0(xt) = O(λT ) (4)

• γt(λ
2)は分散パラメータλ2とした時のMaximum Information Gain:

γt(λ
2) = sup

x1,...,xt∈X
Iλ2(x1, . . . ,xt) (5)

▶ Iλ2(x1, . . . ,xt) :=
1
2 ln det

(
It + λ−2Kt

)
: ノイズ分散λ2のGPの Information Gain

▶ Kt = [k(xi,xj)]1≤i,j≤t: カーネルグラム行列

• k = kSEのときγt(λ
2) = O

(
lnd+1

(
t
λ2

))でλt = Θ

(√
t exp

(
−Ct

1
d+1

))
• k = kMatérnのときγt(λ

2) = Õ
((

t
λ2

) d
2ν+d

)
でλt = Θ

(
t−

ν
d

)
補題の重要性

• 上記補題は[Vakilli,2022]で提起された未解決問題を解決
• 上記補題はGP-UCBのみでなく任意のアルゴリズムに適用可能

▶ Thompson samplingをはじめとする別アルゴリズムの最適性も示せる
▶ SE, Matérn以外のカーネルでもγt(λ

2)の上界が分かれば適用可能
発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Gaussian process upper confidence bound achieves nearly-optimal

regret in noise-free Gaussian process bandits. (NeurIPS 2025 poster, to appear)

4 Improved Analysis for GP-UCB under Bayesian Setting

Main Result (Informal)

ベイズ的設定において, (固定されたσ2 > 0の下)GP-UCBは高確率で以下
を満たす:

RT =

{
O(

√
T lnT ) if k = kSE

Õ(
√
T ) if k = kMatérn with ν > 2 and 2ν + d ≤ ν2

(6)

解析のアイデア
• 既存の解析 [Srinivas et al.,2010]は事後標準偏差をInformation gainで評価

RT ≤
w.h.p.

2βT

T∑
t=1

σt−1,λ2(xt) ≤ Õ
(√

TIλ2(x1, . . . ,xt)
)
≤ Õ

(√
Tγt(λ2)

)
▶ 既存の解析はInformation GainをX内の最悪値γt(λ

2)で過大に評価
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GP-UCB

Worst-Case

Lower Bound

GP-UCB

Proof Sketch
• 固定した十分小さい定数ε > 0でリグレットを分解:

RT =
∑

t;f (x∗)−f (xt)>ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
適当な条件下でpolylog(T) [Cai & Scarlett,2021]

+
∑

t;f (x∗)−f (xt)≤ε

[f (x∗)− f (xt)]︸ ︷︷ ︸
?

• 第二項は(i)x∗周りのfの局所的な形状と, (ii)最悪ケースリグレット
上界を用いて, 入力点列(xt)の「収束挙動」の評価を絡めて抑える
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∃𝑐, 𝜌 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵" 𝜌; 𝑥∗ , 𝑓 𝑥∗ − 𝑐 𝑥∗ − 𝑥 " ≥ 𝑓(𝑥)	

▶ 直感的説明:
⋆ 最悪ケースリグレット上界よりtが進むごとにf (x∗)− f (xt)がより小さいxtが増える

→ x∗周辺の関数値の変化率が担保されていれば, xtはx∗の周辺に集まる
⋆ xtがx∗の周辺に集中していればInformation GainがO(lnT )程度(下界と同じオーダー)とみ
なしたリグレット上界が得られる

• 第二項は最終的にk = kSEでO(
√
T lnT ), k = kMatérnでÕ(

√
T )となり

定理の主張を得る(詳細は論文参照)

発表内容の詳細: Shogo Iwazaki. Improved regret bounds for Gaussian process upper confidence

bound in Bayesian optimization. (NeurIPS 2025 oral, to appear)

7 / 16



Proof Overview 1: Regret Decomposition and Lenient Regret

Step 1: Decompose regret by a fixed threshold ε

RT =
T∑
t=1

f(x∗)− f(xt)

=
∑

t:f(x∗)−f(xt)>ε

f(x∗)− f(xt)︸ ︷︷ ︸
Lenient regret [Cai et al., 2021], polylog(T )

+
∑

t:f(x∗)−f(xt)≤ε

f(x∗)− f(xt)︸ ︷︷ ︸
?

:= R
(1)
T +R

(2)
T

• For both kSE and kMatérn, the lenient regret of GP-UCB is only polylog(T ) when ε is
fixed [Cai et al., 2021]

• Dominant term is R
(2)
T

• Aim to show a good bound of R
(2)
T by using non-worst-case behavior of information gain
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Proof Overview 2-1: Bounding R
(2)
T

Introduce two key facts for bounding R
(2)
T from the known properties of the GP-sample path

Fact 1: locally quadratic behavior near x∗

• Near x∗, f behaves quadratically with high probability [e.g., De Freitas et al., 2012]1:

• With probability at least 1− δGP, we have

f(x∗)− f(x) ≤ c∥x− x∗∥22 for x ∈ B2(ρ;x
∗)

• B2(ρ;x
∗) := {x ∈ X | ∥x− x∗∥2 ≤ ρ}

• c, ρ > 0: constant depending on δGP
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Quadratic upper	bound	of	function
𝑓 𝑥∗ 	− 𝑐	 𝑥	 − 𝑥∗ "		

	𝜌	

Figure: Illustrative image in 1-dimension

Fact 2: upper bound of the input radius
• If the sub-optimality gap is sufficiently small, upper bound of the radius of
corresponding inputs is obtained [Scarlett, 2018]

• Given the threshold η > 0 of sub-optimality gap, we can obtain

{xt|f(x∗)− f(xt) ≤ η} ⊂ B2(
√
c−1η;x∗) (6)

1This is only valid for sufficiently smooth stationary kernel such as k = kSE or k = kMatérn with ν > 2.
9 / 16
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Proof Overview 2-2: Bounding R
(2)
T

Quantify the upper bound of R
(2)
T by using aforementioned facts

• Define a sequence of thresholds (ηi)i≥1:

ηi = Θ̃

√
βTγTi(X )

Ti

 , Ti = T/2i−1

• Define the time indices where regret is ηi:

T (ηi) := {t ∈ [T ] | f(x∗)− f(xt) ≥ ηi}

• By a straightforward extension of the analysis in
[Srinivas et al., 2010], we can derive |T (ηi−1)| ≤ Ti

• From the quadratic conditions, {xt|t ∈ T c(ηi)} ⊂ B2(
√
c−1ηi;x

∗)
• By combining above properties with information gain bound, we have

R
(2)
T =

∑
i

∑
T c(ε)∩T c(ηi)∩T (ηi−1)

f(x∗)− f(xt)︸ ︷︷ ︸
≤O

(√
βTTiγTi (B2(

√
c−1ηi;x∗))

)
≤

w.h.p.
O

(√
βTT max

i
γTi(B2(

√
c−1ηi;x∗))

)
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⋮

𝐵"( 𝑐%#𝜂"; 𝑥∗)

𝐵"( 𝑐%#𝜂$; 𝑥∗)

𝐵"( 𝑐%#𝜂#; 𝑥∗)

• From the quadratic conditions, {xt|t ∈ T c(ηi)} ⊂ B2(
√
c−1ηi;x

∗)

• By combining above properties with information gain bound, we have

R
(2)
T =

∑
i

∑
T c(ε)∩T c(ηi)∩T (ηi−1)

f(x∗)− f(xt)︸ ︷︷ ︸
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(√
βTTiγTi (B2(

√
c−1ηi;x∗))
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w.h.p.
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γTi(B2(
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c−1ηi;x∗))
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Proof Overview 2-2: Bounding R
(2)
T

Quantify the upper bound of R
(2)
T by using aforementioned facts

• Define a sequence of thresholds (ηi)i≥1:
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√
βTγTi(X )

Ti
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Proof Overview 2-3: Bounding R
(2)
T

(Derived bound) R
(2)
T ≤w.h.p. O

(√
βTT max

i
γTi(B2(

√
c−1ηi;x∗))

)
(7)

• Note that ηi is decreasing quantity as Ti increases
• Namely, the input radius shrinks as time step of information gain increases
→ maxi γTi(B2(

√
cηi;x

∗)) becomes strictly smaller than γT (X ) due to this shrinking
• Specifically,

max
i

γTi(B2(
√
c−1ηi;x

∗)) ≤

{
O(lnT ) if k = kSE,

polylog(T ) if k = kMatérn (with sufficiently large ν)

• Therefore, we obtain the desired result:

R
(2)
T ≤ O

(√
βTT max

i
γTi(B2(

√
c−1ηi;x∗))

)
≤

{
O(

√
T ln2 T ) if k = kSE,

Õ(
√
T ) if k = kMatérn(with sufficiently large ν)
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Possible Future Directions: Extension to other Settings

Beyond the basic Bayesian optimization setup
• The high-level idea of our analysis may be applicable for other settings
• The key aspects of our analysis are the following three-fold:

1. Behavior of the objective function under the Bayesian assumption
2. Behavior of the information gain
3. Behavior of the algorithm

• It will be intriguing to analyze settings where one of the above three aspects differs from
the standard setting. For example:

• Settings where the objective function differs from the standard setting:
• Multi-objective optimization [e.g., Zuluaga et al., 2016], Robust optimization [e.g., Bogunovic

et al., 2018], Composite objective function [e.g., Li and Scarlett, 2024], etc.
• Settings where the information gain behaves differently from the standard analysis:

• Multi-task setting [e.g., Chowdhury and Gopalan, 2021], Noise-free setting [e.g., Bull, 2011],
etc.

• Algorithm beyond GP-UCB:
• Thompson sampling [Russo and Van Roy, 2014a], information directed sampling [Russo and

Van Roy, 2014b]
• But these algorithms mainly focus on expected regret

→ Although we believe that high-level idea of our analysis is beneficial, it is not directly
applicable so far
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Possible Future Directions: Extension to Instance Dependence Analysis

• Can we improve the worst-case regret under the frequentist setting by using
non-worst-case information gain?

• The setting whose f is not random and fixed in some reproducing kernel Hilbert space

→ We conjecture that it is impossible
• We can construct worst-case functions such that xt does not concentrate around x∗

• Such as worst-case bump functions [Bull, 2011; Scarlett et al., 2017]

• However, even under frequentist setting, an instance dependent analysis of regret [Shekhar
and Javidi, 2022] is a promising direction

• We expect that it is possible to use our analysis with some instance dependent property of f
• One promising way is to leverage the growth condition in [Shekhar and Javidi, 2022]

• growth condition: ∃b, c∥x∗ − x∥b ≤ f(x∗)− f(x) ≤ c∥x∗ − x∥b for some neighborhood of x∗

• Interpreted as the generalization of the quadratic condition
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Conclusion

• We provide improved regret upper bounds for GP-UCB under Bayesian setting
• The key idea is to consider non-worst-case information gain by:

1. Specific sample-path behavior of GP
2. Considering GP-UCB’s realized input sequence by relating it to sample-path

• We believe that the proposed analysis will motivate refinements of many existing theories
based on [Srinivas et al., 2010]
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